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요 약  

 
본 논문에서는 minimax 근사 다항식에서 구간별로 정밀도를 다르게 두는 근사 방식과 근사 다항식의 합성을 이용하여 

부호 함수를 근사하며 더 나아가 인공신경망에서 활성화 함수로 많이 사용되는 ReLU 함수를 최적으로 근사하는 방법을 

제안한다. 우리는 이 근사 방식이 이전 연구[1]와 비교했을 때, 15 차, 15 차 다항식의 합성 근사 환경에서 ReLU 함수에 

대한 평균절대오차를 약 27% 정도 감소시키는 것을 확인하였다. 

 

ⅠⅠ..  서서론론  

최근 인공지능 서비스가 급속히 확산되면서, 서버 측에 

민감한 데이터를 위탁하는 과정에서 프라이버시 침해에 

대한 우려가 커지고 있다. 이에 따라 Privacy-

Preserving Machine Learning(PPML)에 대한 관심이 

높아지고 있으며, 그 구현 방법 중 하나로 동형암호가 

주목받고 있다. 동형암호는 암호화된 상태에서 대수 

연산을 지원하는 특수 암호화 기법으로, 데이터를 복호화 

하지 않고 연산을 수행함으로써 개인정보 유출 위험을 

원천적으로 차단할 수 있다는 장점이 있다. 그러나 

최대/최소 함수나 비교함수처럼 비다항식 함수에 

대해서는 계산 효율이 크게 저하된다는 한계가 존재한다. 

본 연구에서는 비다항식 함수인 부호 함수를 

다항식으로 근사하기 위해, 합성 다항식 구조와 구간별 

정밀도 차등을 적용한 minimax 근사기법을 결합한 

새로운 방법을 제안한다. 특히, 구간별로 서로 다른 

오차를 부여해 최소제곱 근사 방식을 사용한 

선행연구[2]의 아이디어를 참고하되, 본 연구는 이를 

minimax 근사에 적용하면서 구간 가중화와 합성 구조를 

결합하였다. 그 결과, 전 구간에 동일한 정밀도를 

부여하던 기존 방식[1]과 달리, 구간별 중요도에 따라 

근사 정밀도를 조절함으로써 보다 효율적이고 정확한 

근사를 달성한다. 나아가, 이렇게 얻은 부호 함수 근사 

다항식을 활용하여 인공신경망에서 널리 사용되는 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅활성화 함수를 동형암호 친화적으로 근사하는 것을 

최종 목표로 한다. 

 

ⅡⅡ..  본본론론  

기존 연구[1]는 [−1,1] 구간에서 부호함수를 minimax 

근사다항식으로 근사하고 2~3 번 합성하여 정밀도를 

높이는 방식으로 효과적인 근사를 달성했다. 부호함수에 

대한 근사다항식을 𝑝𝑝(𝑥𝑥) 라고 하면 𝑥𝑥(1 + 𝑝𝑝(𝑥𝑥))/2  는 

ReLU(x) 를 잘 근사하는 함수가 되며, 이는 주어진 

정밀도 파라미터 α에 대해 입력 [−1,1]에서 2-α 의 최대 

오차를 가지고, 전 범위 [−1,1]  에서 동일한 최대오차를 

가지게 된다.  

 본 연구에선 입력 분포를 반영해서 분포가 많은 범위는 

에러에 더 민감한 범위라 정하고 분포가 적은 범위는 덜 

민감한 범위라고 정한다. 그리고 민감한 범위와 덜 

민감함 범위에 오차를 달리 두는 최적화된 ReLU 

근사방법을 제안한다. 즉, 근사다항식의 입력분포에 따라 

범위별로 다르게 근사정확도를 둔다. 그리고 입력 분포를 

표준편차가 1/6 인 정규분포를 따른다고 설정하였고, 

minimax 근사방법을 사용하여 15 차, 15 차 합성 다항식 

근사로 상황을 정하고 연구를 진행하였다. 

 

그림 1.  왼쪽 그림은 표준편차가 1/6 인 정규분포, 오른쪽 그림은 

표준편차가 1/6 인 정규분포를 입력으로 하여, 부호 함수에 대한 15

차 minimax 근사 다항식을 통과시킨 결과로 얻어진 출력 분포를 나

타냄 

 

그림 1 의 오른쪽 그림에서 확인되듯, 표준편차가 1/
6 인 정규분포를 부호 함수의 15 차 minimax 

근사다항식에 통과시킨 결과, 출력 분포는 균등하지 않게 

나타난다. 이에 본 연구는 이 비균등성을 반영하여 두 

번째 15 차 근사다항식에서 구간별 민감도를 달리 

설정하였다. 구체적으로 분포가 민감한 구간에서는 

minimax 근사 오차를 더 작게 설정해 정밀도를 높이고, 

덜 민감한 구간에서는 비교적 크게 설정해 거친 근사를 

허용한다. 예시로 [0.45245, 1] 구간에서는 [1 − 1.5𝐸𝐸, 1 +
1.5𝐸𝐸] , [ 1, 1.54758]구간에서는 [1 − 0.5𝐸𝐸, 1 + 0.5𝐸𝐸]  안에 
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들도록 제약한다. 여기서 E 는 해당 구간의 기준 

오차(최대 편차 상한)를 의미한다. 

본 연구에서는 표준편차가 1/6인 정규분포를 ϕ(x)라 

하고, 근사 다항식을 𝑝𝑝(𝑥𝑥) , 대상 함수는 𝑓𝑓(𝑥𝑥) , 오차는 

𝐸𝐸(𝑥𝑥) = 𝑝𝑝(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 로 두었을 때, 다음의 

평균절대오차(MAE)를 최소화하는 것을 목표로 한다. 

ＭＡＥ＝∫ 𝜙𝜙(𝑥𝑥)|𝐸𝐸(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑
１

−１
 

ReLU 근사는 부호함수 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 근사로 환원될 수 있다. 

이에 따라 ε>0을 작은 수로 두고, 해석을 두 영역으로 

나누어 진행한다. 

 

그림  2. 부호함수의 15 차 minimax 근사 다항식의 그래프 

 

1. |𝑥𝑥| ≤ ε (부호 함수의 0 근방) 

그림 2에서 보이듯이, 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 의 불연속성 때문에 이 

구간에서 근사 오차를 균일하게 작게 만드는 것은 

본질적으로 어렵다. 다만 𝜀𝜀 을 충분히 작게 선택하면, 

입력 𝑥𝑥의 절대값 자체가 작아져 이 구간이 전체 MAE에 

영향을 거의 끼치지 못하도록 만들 수 있다. 

2. |𝑥𝑥| > 𝜀𝜀 (불연속점 바깥) 

여기서는 ReLU(x)의 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 를 최소화하는 대신 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥) 
근사로 문제를 바꿔 다룬다.  𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆(𝑥𝑥) 가 홀함수 이므로 

𝑝𝑝(𝑥𝑥)도 홀다항식으로 두면, 범위를  𝑥𝑥 ≥ 0 에 한정할 수 

있다. 이때 오차항은 결국 

𝐸𝐸(𝑥𝑥) = 1+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑥𝑥)
2 - 1+𝑝𝑝(𝑥𝑥)

2    

𝐸𝐸(𝑥𝑥) = 12 |1 − 𝑝𝑝(𝑥𝑥)| 

로 귀결되고, 따라서 |𝑥𝑥| > 𝜀𝜀 영역의 목표 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀 ∝  ∫ 𝜙𝜙 (ｘ) |1 − 𝑝𝑝(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑
１

ε
 

를 최소화하는 것으로 정리된다.. 

 

가중함수 MAE 

- 7.68468153978e-05 

 
1.0 + 0. .686 ∗ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(−𝑥𝑥 + 1.0) 5.94451455143e-05 

1.0 + 0.85 ∗ 0.65 − 𝑥𝑥
√(0.65 − 𝑥𝑥)2 + 0.1

 55..6611009955335522882266ee--0055  

표 1. 𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹𝑹함수의 합성 근사다항식의 MAE 

 

마지막으로, 표 1 은 두 번째 15 차 합성 근사다항식에 

대해 구간별 가중함수를 도입하여 minimax 근사 오차의 

중요도를 차등화 했을 때의 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑥𝑥) 에 대한 MAE 를 

요악한 결과이다. 이를 통해 불연속점 인근( |𝑥𝑥|  ≤  𝜀𝜀 )을 

적절히 제어하면서, |𝑥𝑥|  >  𝜀𝜀  구간의 정밀도를 향상시킬 

수 있음을 확인하였다. 

 

ⅢⅢ..  결결론론  

 본 연구는 minimax 합성 근사 방법을 통해 𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅함수를 

15 차, 15 차 합성 다항식으로 근사하되, 두 번째 근사 

단계에서 구간별 가중함수를 도입하여 민감 구간의 

minimax 오차를 더 엄격히 제어하고 비민감 구간에서는 

비교적 느슨하게 허용하는 방법을 제안했다.. 그 결과, 

표준편차 1/6 의 입력 분포(가우시안)를 가정한 환경에서 

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅의 평균절대오차(MAE)를 유의미하게 감소시켰으며, 

동형암호 기반 연산에서의 활성화 근사 품질을 향상시킬 

수 있음을 보였다. 다만 실무 수준의 성능을 위해서는 

여전히 추가적인 MAE 절감이 요구되며, 이에 대한 후속 

연구의 여지가 크다. 
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정밀도 파라미터 α에 대해 입력 [−1,1]에서 2-α 의 최대 

오차를 가지고, 전 범위 [−1,1]  에서 동일한 최대오차를 

가지게 된다.  

 본 연구에선 입력 분포를 반영해서 분포가 많은 범위는 

에러에 더 민감한 범위라 정하고 분포가 적은 범위는 덜 

민감한 범위라고 정한다. 그리고 민감한 범위와 덜 

민감함 범위에 오차를 달리 두는 최적화된 ReLU 

근사방법을 제안한다. 즉, 근사다항식의 입력분포에 따라 

범위별로 다르게 근사정확도를 둔다. 그리고 입력 분포를 

표준편차가 1/6 인 정규분포를 따른다고 설정하였고, 

minimax 근사방법을 사용하여 15 차, 15 차 합성 다항식 

근사로 상황을 정하고 연구를 진행하였다. 

 

그림 1.  왼쪽 그림은 표준편차가 1/6 인 정규분포, 오른쪽 그림은 

표준편차가 1/6 인 정규분포를 입력으로 하여, 부호 함수에 대한 15

차 minimax 근사 다항식을 통과시킨 결과로 얻어진 출력 분포를 나

타냄 

 

그림 1 의 오른쪽 그림에서 확인되듯, 표준편차가 1/
6 인 정규분포를 부호 함수의 15 차 minimax 

근사다항식에 통과시킨 결과, 출력 분포는 균등하지 않게 

나타난다. 이에 본 연구는 이 비균등성을 반영하여 두 

번째 15 차 근사다항식에서 구간별 민감도를 달리 

설정하였다. 구체적으로 분포가 민감한 구간에서는 

minimax 근사 오차를 더 작게 설정해 정밀도를 높이고, 

덜 민감한 구간에서는 비교적 크게 설정해 거친 근사를 

허용한다. 예시로 [0.45245, 1] 구간에서는 [1 − 1.5𝐸𝐸, 1 +
1.5𝐸𝐸] , [ 1, 1.54758]구간에서는 [1 − 0.5𝐸𝐸, 1 + 0.5𝐸𝐸]  안에 
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