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요 약  

 

Q-함수는 통계 및 통신 분야에서 중요하게 활용되는 함수로, 표준 정규 분포(standard normal 

distribution)의 오른쪽 꼬리(tail) 영역에 해당하는 확률을 나타낸다. 특히, 통신 분야에서 신호의 오류 

확률을 추정하여 통신 성능을 분석하기에 필수적인 함수이다. 하지만, Q-함수를 닫힌 형태(closed 

form)로 표현할 수 없기 때문에, Q-함수를 근사식 및 경계 함수를 통해 단순화하는 것이 중요하다. 

본 논문에서는 Q-함수의 계산 효율성을 높이기 위해 다양한 상한(upper bounds) 및 근사식을 

소개하고 이론적으로 분석하고자 한다.   

 

 

Ⅰ. 서론  

Q-함수 및 에러 함수(erf)는 통신 및 통계학에서 

광범위하게 활용되는 함수이다. 특히, 다양한 통신 

모델의 오류 확률을 평가하는 통계적 성능 분석에서 

사용된다. 하지만, 이러한 확률 값은 닫힌 형태(closed 

form)로 표현할 수 없는 적분 연산을 포함하고 있어 Q-

함수를 더 쉽게 다룰 수 있도록 근사치 및 경계를 찾는 

것이 필요하다 [1]. 이러한 Q-함수의 근사 및 경계는 

여러 형태로 제시되었으며, 이러한 함수를 소개하고 

이론적으로 분석하고자 한다.  

 

Ⅱ. 본론  

Q-함수는 표준 정규 분포(standard normal 

distribution)의 꼬리 영역에 해당하는 확률을 측정하는 

지표로서, 표준 정규 분포의 확률 변수 𝑋에 대해 다음과 

같이 정의된다.  

𝑄(𝑥) = Prob(𝑋 ≥ 𝑥) ≜
1
√2𝜋

1 exp5−
1
2 𝑡

!8 𝑑𝑡
"

#
 

위와 같이 Q-함수에는 적분 함수가 포함되어 있어 

다양한 근사 함수 및 경계함수가 제시되어, 본 

논문에서는 주요한 근사식 및 경계 함수를 먼저 

소개하고자 한다. 모든 근사식 및 경계 함수는 𝑥 > 0에서 

정의되었다.  
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Jang 은 표준 정규 분포의 확률 밀도 함수를 활용하여 

아래와 같이 상한 함수(upper bound)를 제시하였다 [2]. 

𝑄[!](𝑥) =
1
√2𝜋

1
𝑥 <1 − exp<−

=
𝜋
2 𝑥>>exp<−

𝑥!
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Chiani 는 간단한 두 지수 함수의 합으로 근사식을 

표현하였으며, 이 근사식은 𝑥 > 0.5에서 Q-함수의 상한 

함수가 된다 [3].  

𝑄[&](𝑥) =
1
12exp<−

𝑥!

2 > +
1
4exp<−

2𝑥!

3 > 

위 근사식 및 경계함수들은 큰 𝑥에서는 정확한 근사를 

제공하지만, 작은 𝑥에서는 상대적으로 부정확하다. 이에 

Aberu 는 작은 𝑥에서 매우 정확하고 큰 𝑥값에서는 덜 

정확한 상한 함수를 제시하였다 [4].  

𝑄['](𝑥) =
1
50exp

(−𝑥!) +
1

2(𝑥 + 1) exp<−
𝑥!

2 > 

Borjesson 는 표준 정규 분포의 확률 밀도 함수를 

활용하여 더욱 실용적인 근사 함수를 제시하였다 [5].  

𝑄[(](𝑥) =
1
√2𝜋

1
√𝑥! + 1

exp<−
𝑥!

2 > 

위 근사함수 및 경계함수와 Q-함수의 그래프는 Fig. 

1 과 같다.  

 



 
Fig. 1. Q-함수 근사식 및 경계 함수. 

 

이처럼 근사식 또는 경계 함수를 통해 Q-함수를 닫힌 

형태(closed form)로 단순화하기 위한 연구는 많이 

발전하였으나, 대부분의 경계 함수는 Q-함수의 상한만을 

다루며, 하한에 대한 연구는 상대적으로 부족하다. 이는 

주로 오류 확률을 계산할 때 오류의 하한보다는 상한이 

중요하기 때문이다. 하지만, 𝑥 < 0 에서도 Q-함수의 

상한을 연구하기 위해서는 𝑄(−𝑥) = 1 − 𝑄(𝑥)를 활용하여 

𝑥 > 0에서의 Q-함수의 하한을 구하는 연구가 필요하다. 

Jacobs 는 Q-함수의 하한 및 상한 함수를 아래와 같이 

유도하였다 [6].  
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위 식에서, 0 < ∫ )
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성립하므로 아래 관계식이 성립한다.  
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이 때, 위 유도식의 적분 항의 상한을 계산하지 않고, 

부분 적분을 활용하여 Q-함수를 다항식의 합으로 

표현하면 아래와 같이 표현할 수 있다.  
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즉, 표준 정규 분포의 확률 밀도 함수와 유리함수 

다항식의 곱으로 표현한 Q-함수의 근사식은 함수의 상한 

및 하한으로 활용 가능하다. 유리함수 다항식을 살펴보면, 

유리함수의 덧셈과 뺄셈이 반복되는 패턴을 확인할 수 

있다. 이는 유도 과정에서 양의 적분값을 반복적으로 

더하고 빼는 방식으로 이루어지며, 결과적으로 유리함수 

다항식의 각 항까지의 합과 표준 정규 분포의 확률 밀도 

함수의 곱은 각각 상한 및 하한 함수의 역할을 하게 

된다. 예를 들어, [6] 논문에서 제시한 바와 같이 

1 항(
)
#
)은 상한을 나타내고, 첫 2 항까지의 합(

)
#
− )

#!
)은 

하한을 표현할 수 있으며 다시 3 항까지의 합은 상한을 

나타낼 수 있다. 이러한 방식으로 각 항을 추가함으로써 

점근적으로 Q-함수의 더 정확한 상한 및 하한의 표현할 

수 있으며, Q-함수의 더욱 정밀한 분석을 가능하게 한다. 

이러한 정확한 상한 및 하한식은 통신 분야의 연구 및 

성능 분석에 광범위하게 사용될 수 있다.  

 

Ⅲ. 결론  

본 논문에서는 Q-함수의 근사식 및 경계 함수를 

소개하고 이론적으로 분석하였다. 이러한 연구는 Q-

함수를 통해 오류 확률을 보다 쉽게 계산할 수 있게 

도와주며, 이는 통신 및 통계 분야에서 중요한 기여를 할 

수 있다.  
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