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요 약 

 

본 논문은 Grover’s algorithm의 과정을 살펴보고, 그를 이용하여 기본적인 quantum gate를 통해 Graph coloring problem

을 해결하는 회로를 설계한다. 이를 Qiskit에 구현해 시뮬레이션을 진행하여 결과를 확인하고 구현한 회로의 gate 수를 토

대로 임의의 Graph를 해결하기 위한 회로에 사용되는 quantum gate의 수를 예측한다. 

 

 

Ⅰ. 서론 

Grover’s algorithm은 1996년에 Lov Kumar Grover에 의해 

창안된 알고리즘으로 1994년에 창안된 Shor’s algorithm 이

후 양자 컴퓨팅의 두번째 주요 알고리즘이다. N개의 데이

터 중 찾고자 하는 데이터를 찾기 위해서는 모든 데이터를 

찾고자 하는 데이터와 비교해 𝑂(𝑁)의 복잡도가 필요했던 

고전 컴퓨터의 방법과는 달리 Grover’s algorithm에서는 양

자가 가진 중첩의 특성을 이용하여 같은 데이터를 𝑂(√𝑁)

의 복잡도로 찾을 수 있다. 본 논문에서는 이러한 Grover’s 

algorithm을 이용하여 vertex와 edge로 구성되어 있는 

graph에서 인접한 vertex는 서로 다른 color를 칠하게 하

는 Graph coloring problem을 해결하는 양자 회로를 Qiskit

을 이용하여 설계한 후 시뮬레이션을 진행할 것이다. 또한 

구현한 양자 회로의 복잡도를 분석하여 임의의 graph에 대

한 복잡도를 예측해 볼 것이다. 

 

Ⅱ. 본론 

A. 이론적 배경 

1. Grover’s algorithm 

Grover’s algorithm은 다음의 세단계로 구성된다. 

 

1) Initialization 

가능한 모든 state들을 동일한 amplitude를 갖도록 중첩

한다. 이를 Initialization이라고 하며 중첩된 state들은 

|𝑠⟩ =
1

√𝑁
∑ |𝑥⟩𝑁−1

𝑥=0 의 식으로 나타난다. 

 

2) Grover iteration 

Grover iteration은 앞서 중첩된 state들에서 찾고자 하는 

state만의 위상을 변경하는 Quantum oracle 𝑈𝑤 와 위상이 

변경된 state의 amplitude를 증폭시키는 Diffusion operator 

U_s를 π/4 √(N/t)회 반복한다. 여기서 N은 가능한 state의 

수 즉, 전체 데이터 공간의 크기이고 t는 찾고자 하는 

state의 수이다. 

Quantum oracle 𝑈𝑤 은 중첩된 state들에서 찾고자 하는 

state만의 위상을 변경하는 역할을 한다. 이를 식으로 나타

내면 𝑈𝑤|𝑥⟩|𝑦⟩ = |𝑥⟩|𝑦 ⊕ 𝑓(𝑥)⟩ = (−1)𝑓(𝑥)|𝑥⟩|𝑦⟩로 표현할 수 

있다. 이때 𝑓(𝑥)는 |𝑥⟩가 찾고자 하는 state일 때 1의 값을 

가지고 나머지 경우에는 0의 값을 가지는 함수이다. 

Diffusion operator 𝑈𝑠는 앞선 𝑈𝑤에 의해 위상이 변경된 

state의 amplitude를 증폭하는 역할을 한다. 이는 𝑈𝑠 =

(2|𝑠⟩⟨𝑠|−𝐼) 로 표현할 수 있다. 𝑈𝑠 을 일반적인 state인 

∑ 𝑎𝑘|𝑘⟩𝑘 에 적용하면 (2|𝑠⟩⟨𝑠|−𝐼) ∑ 𝑎𝑘|𝑘⟩𝑘 =  ∑ (2⟨𝑎⟩ −𝑁−1
𝑘=0

𝑎𝑘)|𝑘⟩와 같은 결과가 나온다. 여기서 ⟨𝑎⟩ =
1

𝑁
∑ 𝑎𝑘𝑘 이다. 수

식의 결과를 보면 state amplitude의 평균에 대한 대칭이 

발생하는 것을 확인할 수 있다. 앞서 quantum oracle을 통

해 찾고자 하는 state들의 위상을 변경하였는데 찾고자 하

는 state의 수는 전체 데이터 공간의 크기와 비교했을 때 

소수이므로 이 state들을 평균에 대해 대칭한다면 나머지 

state들과 비교했을 때 높은 amplitude를 갖는다. 

 

3) Measurement 

Quantum oracle 𝑈𝑤와 Diffusion operator 𝑈𝑠을 반복하면 

원하는 state들의 amplitude가 증폭된 상태가 된다. 적절한 

반복 횟수는 [2]를 통해 얻고 그 값은 
𝜋

4
√

𝑁

𝑡
이다. 여기에 

measurement를 가하여 원하는 state들을 얻는다. 
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2 Quantum gate 

Qiskit에서 Grover’s algorithm을 구현하기 위해서는 

quantum gate에 대한 정보가 필요하다. 본 논문에서 사용

되는 quantum gate는 5가지이고 그들의 역할은 다음과 같

다. 

 

1) Hadamard gate 

Hadamard gate는 single qubit에 작용하는 gate로 |0⟩을 
|0⟩+|1⟩

√2
로 |1⟩을 

|0⟩−|1⟩

√2
로 변환한다. Hadamard gate를 거친 

qubit은 |0⟩과 |1⟩을 동일한 확률로 가지게 되고 이는 중첩

을 의미한다. 

 

2) X gate 

X gate도 single qubit에 작용하는 gate로 bit flip을 한다. 

즉, |0⟩은 |1⟩로 |1⟩은 |0⟩으로 변환한다. 

 

3) CX gate 

CX gate는 two qubit에 작용하는 gate로 2개의 input 

qubit을 control qubit, target qubit으로 나누어 control 

qubit이 |1⟩인 경우에만 target qubit이 flip되고 |0⟩인 경우

에는 변하지 않는다. 

 

4) MCX gate 

MCX gate는 Multiple Control X gate로 control qubit을 1

개 가졌던 CX gate와 달리 2개 이상의 control qubit을 가

지는 gate이다. CX gate와 마찬가지로 control qubit이 모두 

|1⟩인 경우에만 target qubit이 flip된다. Figure 4는 control 

qubit이 2개인 toffoli gate를 나타낸 것이다. 

 

 

 

 

5) MCZ gate 

MCZ gate는 앞선 MCX에서 target qubit에 X 대신에 Z를 

가하는 gate이다. Control qubit이 모두 |1⟩ 인 경우에만 

target qubit에 Z가 가해지고 이때 target qubit이 |0⟩이라면 

변하지 않고 |1⟩이라면 phase가 바뀌어 −|1⟩가 된다. 

 

B. Qiskit에서의 Grover’s algorithm 구현 

본 논문에서는 2가지 graph에 대한 coloring problem을 

해결하기 위해 Grover’s algorithm이 구현된 회로를 Qiskit

을 이용하여 설계하고 시뮬레이션을 진행한다. 2가지 

graph는 다음과 같다. 

각 그림의 vertex는 하나의 color를 가지게 되고 그 color

는 2 qubit으로 표현된다. Vertex의 color가 정해진다면 해

당 vertex와 edge로 연결된 다른 vertex는 서로 다른 color

를 가져야한다. 

 

 

 

Figure 2. Hadamard gate 

Figure 3. X gate 

Figure 4. CX gate 

Figure 1. Toffoli gate 

Figure 6. MCZ gate 

Figure 5. 2가지 graph 
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 1. Graph 1 

먼저 Graph1에 대한 회로는 Figure 7과 같다. 여기서 

q0~q5는 각 vertex의 color을 의미한다. 따라서 q0, q1는 

첫번째 vertex의 color을 나타내고 q2, q3는 두번째 vertex, 

q4, q5는 세번째 vertex의 color을 나타낸다. q6~q12는 

인접한 2 vertex의 color 비교와 같은 계산의 결과를 

저장한다. q13은 q6~q12에 저장된 결과를 종합하여 

찾고자 하는 state에 대한 위상을 변경하는데 사용된다. 

①은 initialization 에 해당한다. 3 vertex 의 color 을 

나타내는 6 개의 qubit 에 Hadamard gate 를 가해준다. 

이를 통해 state 들이 중첩된다. ②~⑩은 quantum 

oracle 에 해당한다. Quantum oracle 은 역할에 따라 세 

부분으로 나눌 수 있다. ②는 color 의 수를 3 가지로 

줄이기 위해 구성되었다. Graph 1 coloring 에는 3 color 가 

필요한데 2 qubit 을 사용한다면 00, 01, 10, 11 의 4 

color 가 가능하므로 출력되는 결과의 수가 많아진다. 이를 

해결하기 위해 ②가 구성되었고 color 11 을 가지는 

state 는 q9 가 |0⟩이 된다. ③은 각 edge 에 연결되어 있는 

2 vertex 의 color 를 비교하는 회로로 하나의 vertex 의 

color 는 2 qubit 으로 표현되기 때문에 2 vertex 의 2 

qubit 을 각각 비교하여 color 가 서로 같은 경우에 q10 가 

|1⟩이 된다. 위 graph 는 3 edge 를 가지기 때문에 ④, 

⑤에도 같은 회로가 반복된다. ⑥은 ②~⑤에서의 결과를 

종합하여 처리하는 회로로 ②는 color 11 을 가지지 않는 

경우에만 q9 가 |1⟩이 되고 ③~⑤는 2 vertex 의 color 가 

서로 다른 경우에 q10~q12 가 |0⟩이 되므로 q10~q12 에 X 

gate 를 가해 qubit 의 값을 |1⟩으로 바꾼 뒤 MCZ gate 를 

가해 graph 가 color 11 을 가지지 않고 edge 로 연결된 

vertex 의 color 가 서로 다른 경우에만 Z gate 가 

가해지도록 했다. 이때 MCZ 의 target qubit 인 q13 이 

|1⟩인 경우에만 phase 가 바뀌므로 initialization 에서 

q13 에 미리 X gate 를 가해준 것을 확인할 수 있다. 

⑦~⑩에서는 앞선 과정을 진행하면서 여러 qubit 의 

값들이 바뀌었으므로 앞선 과정을 역순으로 진행하여 

q7~q13 을 원래대로 바꾼다. ⑪은 diffusion operator 에 

해당하는 부분으로 3 vertex 에 해당하는 q0~q5 에 

Hadamard gate 와 X gate 를 가한 후 q0~q4 를 control 

qubit 으로 하는 MCZ gate 를 가한다. Quantum oracle 과 

마찬가지로 앞선 과정을 역순으로 진행하여 qubit 의 

값들을 원래대로 바꾼다. 위와 같은 과정을 
𝜋

4
√

26

6
회 반복한 

뒤 measurement 를 진행하면 원하는 결과를 얻을 수 있다. 

Shots 을 1024 로 설정한 시뮬레이션 결과는 Figure 8 와 

같다. 결과를 보면 찾고자 하는 state 들의 amplitude 가 

다른 state 들의 amplitude 와 비교했을 때 큰 값을 가지는 

것을 확인할 수 있지만 다른 state 들의 amplitude 도 적지 

않게 나오는 것을 확인할 수 있다. 따라서 더 명확한 값을 

얻기 위해 반복 횟수를 6 회로 늘려 시뮬레이션한 결과는 

Figure 9 와 같다. 결과를 보면 

|000110⟩, |001001⟩, |010010⟩, |011000⟩, |100001⟩, |100100⟩의 

결과가 출력됨을 알 수 있다. 만약 |00⟩을 빨강, |01⟩을 

초록, |10⟩을 파랑이라 한다면 |000110⟩의 결과는 첫번째 

Figure 7. Graph 1 회로 
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vertex 가 파랑, 두번째 vertex 가 초록, 세번째 vertex 가 

빨강을 가지는 state 임을 의미한다. 그 결과를 Figure 10 에 

나타냈다. 따라서 회로가 잘 작동했음을 알 수 있다. 

 2. Graph 2 

Graph 2 의 회로도 앞선 회로와 비슷하게 구성되고 

Figure11 과 같다. 다만 Graph 2 에는 4 color 가 

필요하므로 앞선 회로에서 color 11 을 가질 수 없도록 

구성한 부분을 제거했다. ①에서는 initialization, ②~⑭는 

quantum oracle, ⑮는 diffusion operator 을 구성한다. 앞선 

Graph 1 의 회로와 비교했을 때 vertex 와 edge 의 수가 

증가했으므로 그에 따라 color 를 나타내는 qubit 의 수도 

증가하고 oracle 회로의 길이도 증가한 것을 확인할 수 

있다. 해당 회로와 shots 를 1024 로 설정한 시뮬레이션 

결과는 Figure 12 와 같다. 앞선 Graph 1 에서와 마찬가지로 

더 명확한 답을 얻기 위해 반복횟수를 16 회로 늘려 

시뮬레이션한 결과는 다음과 같다. 결과를 보면 각 

vertex 의 color 가 서로 다른 24 개의 state 들이 출력됨을 

알 수 있다. |00⟩을 빨강, |01⟩을 초록, |10⟩을 파랑, |11⟩을 

보라라고 한다면 |00011011⟩의 결과는 첫번째 vertex 가 

보라, 두번째 vertex 가 파랑, 세번째 vertex 가 초록, 네번째 

vertex 가 빨강을 가지는 state 임을 의미한다. 그 결과를 

Figure 14 에 나타냈다. 따라서 회로가 잘 작동했음을 알 

수 있다. 

  

Figure 9. Graph 1 결과 (2회 반복) 

Figure 8. Graph 1 결과 (6회 반복) 

Figure 10. |𝟎𝟎𝟎𝟏𝟏𝟎⟩가 의미하는 graph 
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Figure 11. Graph 2 회로 

Figure 12. Graph 2 결과 (2회 반복) 

Figure 13. Graph 2 결과 (16회 반복) 
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 C. 복잡도 계산 

앞선 두 Graph 회로에서 gate 의 개수를 토대로 n vertex 

& m edge & k color graph coloring problem 을 해결하기 

위한 회로의 gate 수를 예상해보면 Table1 과 같다. 이때 

찾고자 하는 state 의 개수를 t 로 두었다. 그리고 Table 

1 에 앞서 다뤘던 Graph 1, 2 를 대입하면 Table 2 와 같다. 

 

 

다만 Table 2 에서는 Graph 1 의 회로에서 color 11 을 

제외시켰던 부분과 같이 결과 값이 많이 나오는 것을 

방지하기 위한 회로의 gate 는 생략했다. 불필요한 color 를 

제거하는 부분은 vertex 와 edge 의 수에 따라 다르고 

게다가 각 edge 가 vertex 에 어떻게 연결되어 있는지에 

따라 다르기 때문이다. 

  

 Initialization Oracle Diffusion Total 

Graph 1 

(3 vertex 

3 edge 

3 color 

6 solution) 

H 2 × 3  2 × 2 × 3 2 × 3 + 2{2 × 2 × 3} 

X 1 3 × 2 × 4
+ 3 × 2 

2 × 2 × 3 1 + 2{3 × 2 × 4 + 3 × 2
+ 2 × 2 × 3} 

CX  3 × 2 × 8  2 × {3 × 2 × 8} 

MCX  3 × 2  2 × 3 × 2 

MCZ  1 1 2 × (1 + 1) 

 Initialization Oracle Diffusion Total 

Graph 2 

(4 vertex 

6 edge 

4 color 

24 solution) 

H 2 × 4  2 × 2 × 4 2 × 4 + 2{2 × 2 × 4} 

X 1 6 × 2 × 4
+ 6 × 2 

2 × 2 × 4 1 + 2{6 × 2 × 4 + 6 × 2
+ 2 × 2 × 4} 

CX  6 × 2 × 8  2 × {6 × 2 × 8} 

MCX  6 × 2  2 × 6 × 2 

MCZ  1 1 2 × (1 + 1) 

 Initialization Oracle Diffusion Total 

 

 

 

 

 

n vertex 

m edge 

k color 

H ⌈log2 k⌉ × n  2 × ⌈log2 k⌉ × n 

⌈log2 k⌉ × n + [
𝜋

4
√

2⌈log2 k⌉×n

t
] {2 × ⌈log2 k⌉ × n} 

X 1 m × ⌈log2 k⌉ × 4
+ m × 2 

2 × ⌈log2 k⌉ × n 

1 + [
𝜋

4
√

2⌈log2 k⌉×n

t
] {m × ⌈log2 k⌉ × 4 + m × 2

+ 2 × ⌈log2 k⌉ × n} 

CX  m × ⌈log2 k⌉ × 8  
[
𝜋

4
√

2⌈log2 k⌉×n

t
] × {m × ⌈log2 k⌉ × 8} 

MCX  m × 2  
[
𝜋

4
√

2⌈log2 k⌉×n

t
] × m × 2 

MCZ  1 1 

[
𝜋

4
√

2⌈log2 k⌉×n

t
] × (1 + 1) 

Table 1. n vertex & m edge & k color graph 회로 구현에 필요한 gate 수 

Table 2. Graph 1, 2의 gate 수 

Figure 14. |𝟎𝟎𝟎𝟏𝟏𝟎𝟏𝟏⟩가 의미하는 graph 
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Ⅲ. 결론 

본 논문에서는 graph coloring problem 을 Grover’s 

algorithm 을 이용하여 해결하는 회로를 구현하였고 이를 

Qiskit 을 이용하여 시뮬레이션을 실행해 𝑂(√𝑁)의 

복잡도로 graph coloring problem 이 해결 가능함을 

확인하였다. 또한 이를 통해 n vertex & m edge & k color 

graph 를 해결하기 위한 회로에 필요한 gate 의 수를 

예측하였다. 다만 qubit 은 한정된 자원이기 때문에 

회로에서 color 을 나타내는 qubit 의 개수보다 중간 결과를 

저장하기 위한 qubit 의 개수가 같거나 크다는 부분은 

회로가 개선이 필요하다는 것을 의미한다. 개선이 된다면 

같은 qubit 으로 더 많은 vertex 와 edge 를 가지는 graph 

coloring problem 을 해결할 수 있을 것이라 예상된다. 
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