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Performance Analysis of One Control Qubit Quantum Phase Estimation Algorithm 
요 약  

 
본 논문에서는 One Control Qubit 를 사용하는 양자 위상 추정 알고리즘의 시뮬레이션을 

수행한다. One Control Qubit 양자 위상 추정 알고리즘의 오류율을 기존 양자 위상 추정 

알고리즘의 오류율을 비교한다.  QISKit 을 사용해 시뮬레이션을 수행하여 One Control Qubit 양자 

위상 추정 알고리즘이 기존 양자 위상 추정 알고리즘에 비하여 약 5.3%의 정확도 향상을 가지는 

것을 확인하였다. 

 

Ⅰ. 서 론  

1994 년에 Copper Smith 는 양자 정보를 bit 

domain 에서 phase domain 으로 변환하는 양자 푸리에 

변환(QFT)을 개발하였다[1]. 또한 1994 년에 Peter 

Shor 는 소인수 분해를 효율적으로 수행하는 Shor 

Algorithm 을 구현하는 과정에서 양자 위상을 추정할 수 

있는 양자 위상 추정 알고리즘(QPE)을 개발하였다[2]. 

1998 년에 Artur Ekert 는 One Control Qubit 양자 위상 

추정 알고리즘(OQPE)을 개발하였다[3]. 본 논문에서는 

QISKit 을 사용하여 OQPE 와 QPE 시뮬레이션을 

수행하여 두 알고리즘의 성능을 비교한다[4].   

 

Ⅱ. 본 론  

본 논문에서는 QPE 의 근간이 되는 QFT 에 대해서 

설명을 하고, 이를 기반으로 QPE 에 대해서 설명을 한다. 

또한 OQPE 에 대해 설명을 하고, 일반적으로 OQPE 가 

가지는 장점인 적은 큐비트를 사용하는 것 이외에 

정확도 측면에서도 QPE 에 비하여 OQPE 가 더 높은 

정확도를 보임을 시뮬레이션을 통해 보인다. 

A. 양자 푸리에 변환 (QFT) 

 
그림 1. QFT 수행 양자회로의 구조 

 

그림 1 은 𝑛  큐비트 QFT 를 수행하는 양자회로의 

구조를 나타낸다. QFT 의 𝑛비트 입력 |𝑎⟩는 다음과 같이 

표현된다. 
|𝑎⟩ = |𝑎௡ିଵ𝑎௡ିଶ ⋯ 𝑎ଵ𝑎଴⟩                              (1) 

위 식에서 𝑎௡ିଵ𝑎௡ିଶ ⋯ 𝑎ଵ𝑎଴ 는 𝑎 를 2 진수로 나타낸 

값이다. QFT 이후의 양자 상태는 다음과 같이 표현된다.  

|𝑎⟩
ொி்
ሱ⎯ሮ ∑ 𝑒ଶగ௜⋅௞௔/ଶ೙ଶ೙షభ

௞ୀ଴ |𝑘⟩                            (2)  

따라서 QFT 는 bit domain 의 𝑎 값을 양자 상태의 

phase domain 으로 변환하는 것을 확인할 수 있다. 

B. 양자 위상 추정 알고리즘 (QPE) 

양자 위상 추정 알고리즘은 유니터리 연산자 𝑈 와 

해당연산자의 고유벡터 |𝑢⟩ 가 주어져 있을 때 고유값 

𝑒ଶగ௜థ을 추정한다. 알고리즘의 구조는 그림 2 와 같다. 

 
그림 2. 양자 위상 추정 알고리즘의 구조 

 

𝐾는 위상 추정에 사용되는 레지스터 큐비트의 개수로, 

위상 추정의 해상도와 관련이 된다. 𝑛은 데이터 큐비트의 

개수로, 𝑈와 |𝑢⟩의 dimension 이다. 𝐼𝑄𝐹𝑇(𝐾)는 𝐾 큐비트 

Inverse QFT 이다. QPE 수행 후 양자상태는 다음과 같이 

표현된다. 
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위 식에서 𝑁 = 2௄ 이다. 알고리즘 수행 이후 ห𝜙෨ൿ =

ห𝜙଴
෪ൿ ⊗ ⋯ ⊗ ห𝜙௄ିଵ

෫ ൿ 를 측정하여 𝑡 를 얻을 확률 𝑝(𝑡) 는 

다음과 같다. 

𝑝(𝑡) =
1

𝑁ଶ
⋅

sinଶ ቂ𝜋 ቀ𝜙 −
𝑡
𝑁

ቁ 𝑁ቃ
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                     (4) 

이 때 𝜙 의 추정 값  𝜙෨ 는 𝜙෨ =
௧

ே
이다. 식(4)에서 𝛿 =

𝜙 − 𝜙෨ 가 작을수록 𝑝(𝑡) 가 급격하게 증가하므로, 측정은 

높은 확률로 𝜙를 추정할 수 있음을 확인할 수 있다.  

QPE 가 적어도 1 − 𝜖  이상의 확률로 성공함을 

보장하고자 할 때 필요한 𝐾는 다음과 같다. 

𝐾 = 𝐿 + ඄logଶ ൤2 +
1

2𝜖
൨ඈ                            (5) 

따라서 높은 확률로 올바른 측정 결과를 얻기 

위해서는 추가로 필요한 큐비트의 개수𝐾가 커지는 것을 

확인할 수 있다. 

C. 단일 큐비트 양자 위상 추정 알고리즘 (OQPE) 

 
그림 3. 단일 큐비트 위상 추정 알고리즘의 구조 

 

그림 3 은 OQPE 의 구조를 나타낸다. 𝑅௠೔
는 다음과 

같은 연산을 수행한다. 

𝑅௠೔
= ቂ

1 0
0 𝑒ିଶగ௜⋅଴.଴௠೔௠೔షభ⋅௠బ(మ)

ቃ                        (6) 

OQPE 알고리즘은 QPE 의 과정에서 해상도를 위한 

큐비트를 𝐾 개 사용하지 않고 한 개의 큐비트를 𝐾 번 
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재사용하는 방식을 사용한다. 측정 이후 큐비트의 상태는 

|0⟩  또는 |1⟩  상태로 붕괴되는데, 이를 |0⟩  상태로 

반환하기 위해 𝑋௠೔  연산이 사용된다. OQPE 를 QPE 와 

비교하였을 때, QPE 에서 레지스터 큐비트에서 각 

큐비트에 수행되는 연산을 모두 한 후 해당 큐비트를 

측정하고, 그 측정결과에 따라 레지스터의 다음 큐비트에 

연산을 수행한다. 

일반적으로 QPE 에 비해서 OQPE 의 장점으로 

이야기하는 것은 상대적으로 적은 큐비트 수를 

사용한다는 것이다. 본 논문에서는 실제로 양자 프로세서 

상에서 OQPE 를 구동할 때 OQPE 는 첫번째로 

IQFT 과정에서 오류율이 높은 2 큐비트 연산을 사용하는 

QPE 에 비교하여 1 큐비트 연산을 사용하고, 두번째로 

QPE 는 알고리즘 전체 수행 이후 측정을 하는 반면 

OQPE 는 알고리즘 중간중간에 측정을 하는 식으로 

수행을 하기 때문에 레지스터 큐비트의 상태를 오래 

지속할 필요가 없어 전체적으로 OQPE 방식이 QPE 보다 

낮은 오류율을 가질 것으로 가정하였다. 본 논문에서는 

시뮬레이션을 통해 이러한 가정이 실제로 성립하는지 

확인한다. 

D. 시뮬레이션을 통한 OQPE 와 QPE 의 성능 비교 

고유값 eଶగ௜⋅ଵ଴ଵଵ(మ) 를 추정하는 QPE 와 OQPE 양자 

회로를 설계하고 시뮬레이션을 통해 두 알고리즘의 

성능을 비교한다. QPE와 OQPE의 양자 회로는 그림 4와 

같다.  

 
그림 4. (a) QPE 양자회로 

   
그림 4. (b) OQPE 양자회로 

 

그림 4 에서 Uଶೖ
연산을 U를 2௞번 수행하지 않고 효율

적으로 구현을 할 수 있음을 확인할 수 있다. QPE 양자

회로는 8 개의 큐비트를, OQPE 양자 회로는 5 개의 큐비

트를 사용한다. 예시로 든 고유값은 2 진수로 유한하게 

표현될 수 있기 때문에 레지스터 큐비트에 4 개의 큐비트

만을 사용해도 100%의 확률로 고유값을 찾을 수 있다. 2

진수로 유한하게 표현되지 않는 고유값의 경우에는 레지

스터 큐비트에 추가로 큐비트를 사용하여야 한다.  

양자 회로 시뮬레이션 툴인 QISKit 을 사용하여 시뮬레

이션을 수행하였으며, IBM 의 16 큐비트 양자 프로세서 

Melbourne 을 모사하여 시뮬레이션을 수행하였다. 그림 

4 의 양자 회로를 총 10,00,000 회 시뮬레이션을 수행하

였다. 16 큐비트 양자 프로세서 Melbourne 의 스펙은 그

림 5 와 같다[4]. 

 
그림 5. ibmq_16_melbourne의 스펙 

 

  
그림 6. (a) QPE               그림 6. (b) OQPE   

 

그림 6 은 QPE 와 OQPE 양자회로의 시뮬레이션 결과

이다. QPE 양자회로의 시뮬레이션 결과 약 71.1%의 정

확도를 보이는 반면 OQPE 양자회로의 시뮬레이션 결과

는 약 74.9%의 정확도를 보이는 것을 확인할 수 있다. 

따라서 해당 시뮬레이션에 대하여 OQPE 의 방식이 QPE

에 비하여 약 5.3%의 성능 우위를 보이며, 가정한 대로 

OQPE 방식이 QPE 방식에 비하여 더 좋은 성능을 보이

는 것을 확인할 수 있다. 

Ⅲ. 결론  

본 논문에서는 QPE 알고리즘과 OQPE 알고리즘을 

실제 양자 회로로 구현할 때 OQPE 방식이 QPE 

방식보다 더 좋은 성능을 보임을 QISKit 시뮬레이션을 

통해 보였다. 이는 OQPE 방식이 비교적 오류율이 낮은 

1 큐비트 연산을 QPE 방식에 비하여 많이 사용하고, 

OQPE 방식은 양자오류정정 방식과 비슷하게 알고리즘 

중간중간에 측정을 수행하기 때문으로 추정되며, 따라서 

레지스터 큐비트 개수가 많을수록, 양자 프로세서의 연산 

오류율, 큐비트 상태 유지시간 등의 성능이 낮을 수록 

OQPE 방식이 QPE 방식에 비하여 더 높은 성능을 

보일것으로 예측할 수 있다.   
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